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IV. Alg6bre des Facteurs  de Structure 

PAR E. :F. BERTAUT 

Laboratoire d'Electrostatique et de Physique du Mgtal, Institut Fourier, Grenoble, France 

(Re9u le 12 novembre 1958) 

The derivation of relations between structure factors in the case of equal atoms is systematized 
from a purely algebraic standpoint. Relations given by Cochran (1954) and Hauptman & Karle 
(1955) are particular cases of more general equations valid in each space group. 

Introduction 

Dans ce travail nous montrons que la m6thode appelge 
'unified algebraic approach' (Hauptman & Karle, 
1957a, b) constitue une application de l'alg~bre des 
facteurs de structure (Bertaut, 1955, abrdgd (I); 
Bertaut, 1956b, abrdgd (II); Bertaut & Waser, 1957, 
abrdg6 (III)) au cas d'atomes dgaux. 

La mdthode de Hauptman & Karle, valable pour 
les groupes P1 et P1 est assez lourde et se prate 
difficilement g une gdndralisation g d'autres groupes 
d'espace. L'alg~bre des facteurs de structure, par la 
technique de lindarisation de produits et puissances 
des facteurs de structure trigonomdtriques (Bertaut & 
Dulac, 1955), constitue un moyen par excellence pour 
trouver des relations entre facteurs de structure dans 
tout groupe.* 

Nous rappelons dans un premier chapitre les r6sul- 
tats 61dmentaires de I'alg6bre des facteurs de structure 
dont la comprdhension est indispensable £ la lecture 
des chapitres suivants. Dans un deuxi6me chapitre 
nous montrons que l'on peut obtenir des relations 
approchdes entre facteurs de structure pourvu que 
l'on ndglige des correlations entre atomes diffdrents. 

Dans les chapitres suivants, on ddrive des relations 
rigoureuses entre facteurs de structure. La mdthode 
fait intervenir des moyennes (dans l'espace rdci- 
proque) de produits de facteurs de structure. Au 
chapitre I I I  on retrouve sous une forme alg6brique 
des rdsultats dont l'dquivalent gdomdtrique est la 
relation entre la densit6 61ectronique et les sections 
de Patterson-Harker (cf. Cochran, 1954). Dans le 
chapitre IV on aboutit g une expression g6ndrale et 
nouvelle, abr6gde M~ (cf. IV-I)),  valable dans tout 
groupe d'espace et dont la relation de Cochran (1954) 
est un cas particulier. De nombreux exemples illu- 
strent les formules principales du mdmoire (cf. (III-6) ; 
(IV-12) et (IV-24)). Toutefois, leur application g des 
cas concrets pr6suppose la connaissance des rudiments 
sur les operations de symdtrie (cf. le magistral expos6 
de Zachariasen, 1946) ainsi que ]a lecture pr6alable 
des rdfgrences (I), (II) et (III) citdes. 

* La m6thode d'approche de Cochran (1958) est g6om6- 
trique; elle fournit les conditions de validit6 g~om6trique que 
nous ne reproduisons pas darts ce rn6moire. 

l~ous avons reldgu6 dans l'appendice I I I  ]e cas de 
groupes de translation non primitifs et d~ns l'appen- 
dice IV celui d'atomes tous diff6rents, ce dernier cas 
ne dormant lieu qu'g des relations approchges. 

Rappel  de d6finitions et de r6sul tats  

Soit Cs une op6ration de symdtrie du groupe d'ordre 
n. O n a  

Csx = Asx + ts (I-1) 

off As est la composante dyadique, ts la composante 
translative de C s (Zachariasen, 1946). La transform6e 
de Fourier de la distribution de points de masse unit6, 
situ6s en Csx (s = 1, . . . ,  n) (= facteur de structure 
trigonom6trique) est 

n 

~(H) = ~7 exp (2~iHCsx) 
S = l  q l  

= ~ as(H) exp (2ziHAsx) (1-2) 
8 = 1  

o~ 
as(H) = exp (2niHts). (1-3) 

On a les  relations de sym6trie ((I), (II), (III)) 

~(H) = ~(HAs)a~(H ) (1-4) 

et la relation de lindarisation ((I), (III)) 

~(H)~(H') = .~ a~(H')~(Ks) (1-5) 
S = ] .  

off 
Ks = H + H ' A s .  (I-6) 

En particulier, si l'on pose H'  --- - H ,  (5) devient 

n 

[~(H)[ 2 -- ~ a~(H)~(H(I -hs ) ) .  (I-7) 
S = l  

Les ~ (H( I -As )  ) et les facteurs de structure usuels 
F ( H ( I - A s ) )  qui leur correspondent sont invariants, 
c'est g dire ne ddpendent pas du choix de l'origine. 
On obtient routes les rdflexions invariantes r6elles par 
cette seule relation. 

Considdrons d'abord ]e cas d'une rdflexion (H) 
gdn~rale. Les facteurs de structure du second membre 
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de (7) ne sont pas n@essairement  distincts et peuvent  
~tre lids par  des relations de sym6trie (cf. appendice I). 
Leur coefficient en valeur  absolue sera appel6 plus 
br ibvement  'coefficient absolu'  et notd 7,. On 6crira 
done 

[~(H)I ~ = 2:  as (H)7 ,se(H(I -As))  (1-8) 

off la sommat ion est faite sur les ~ ( H ( I - A s ) )  distincts. 
~,s peut  prendre la valeur  1 ou 2. Dans  les groupes ne 
contenant  que des 616ments de symdtrie d 'ordre 2 on a 
7, = 1. On a 

2 :  7, = n .  (1-9) 

On a toujours 

~ ( H ) = 0  si H # 0  

= n si H = 0 .  (I-10) 

Considdrons une rdflexion quelconque, gdn6rale ou 
spdciale. 0N peut  alors met t re  en dvidence le terme non 
aldatoire dans (I-7) et dcrire 

[~(H)[ 2 = p ~ ( 0 ) +  . . . .  ( I -11 )  

p est le poids s tat is t ique et p = 0 fournit  une r~gle 
d 'ext inct ion (cf. (II)). 

Notations 

Pour la commodit6 de l 'dcriture nous utiliserons 
souvent le symbol isme de (I). La  relation de lindarisa- 
t ion (5) ser~ dcrite 

~e(H)~(H') = ~ ~e(H+H'Cs).  (1-12) 

Ici H + H ' C s  n 'es t  plus un  vecteur, mais un  opdrateur 
et fl est entendu que 

~e(H+H'C~) = ~ ( H + H ' A s ) e x p  (2~iH ' . t~ ) .  (1-13) 

De m6me la relat ion de symdtrie (4) s '6crira 

se(H) = se(HCs). (I-14) 

Convention 

On fera l~ convention que dans la sommat ion  sur les 
opdrations de symdtrie,  le premier  opdrateur, corre- 
spondant  ~ s = 1, est l ' identi td I e t ,  dans les groupes 
centrosymdtriques,  que l 'opdrateur correspondant £ 

s = 2 est I. 2,' op~re sur tous les  s; Z '  op~re sur tous 
8 

l e s s  saul  s = 1. 

.Facteurs de structure normalisds 

Les facteurs de structure normalisds sont dcrits 

t 

E(H)  = 2 9j~j(H) (1-15) 
i = 1  

off l ' indice j caractdrise l ' a tome de coordonnges 
xi, yj, zj; j varie sur t ous l e s  atomes de l 'unit6 asymd- 
tr ique au hombre  de t. Dans  le cas d 'a tomes tous 

t 

dgaux que nous envisageons ici on a h r = ~Vnj 
j = l  

atomes dans la maille. Pour une rdflexion (H) gdndrale 
dans un groupe de t ransla t ion pr imi t i f  P on a 

9J" = 9 = N-½.  (1-16) 

Pour une rdflexion spdciale de poids s ta t is t ique p e t  
dans un groupe de t ransla t ion d 'ordre T on a (Bertaut,  
1956a) 

9~ = (Np ~)-½. (I-17) 

Dans ce qui suit nous dcrirons toujours 

t 

E(H)  = 9 2~ sej(H) (1-18) 
] = 1  

quitte £ signaler les modifications dans le cas de rd- 
flexions spdciales. On a e n  part iculier  

E(0) = N 9 = N½. (1-19) 

C'est la valeur  m a x i m u m  de E(H).  

R E L A T I O N S  E N T R E  F A C T E U R S  

DE S T R U C T U R E  

Dans un premier  st&de nous lindarisons aussi loin que 
possible des produits de facteurs de structure. Dans  un 
deuxibme stade nous formons des moyennes  en im- 
posant  certaines conditions aux vecteurs rdciproques. 

L i n 6 a r i s a t i o n  

Relations d'ordre 2. - -  On a 

t t 

E ( H ) E ( H ' )  = 9 ~. ~v sej(H)sej(H,) +92 2:  sej(H) s~k(H,) 

J=~ J*~ (II-1) 
d'ofi, compte tenu de (I-5) et (1-6)" 

E (H)E (H') = 9 ~ a~ (H')E (H + H ' h s )  
8=1 

t 

+92 2 sej(H)sek(H'). (I1-2) 
:De m6me ~#k 

IE(H)] u = 1 + 9  ~ a ~ ( f i ) E ( H ( I - A s ) )  
s----2 

t 

+ ~ 2 ~ j ( H ) ~ k ( n )  ' (II-8) 
i # k  

On a not6 a: au lieu de a~ pour marquer  que ces co- 
efficients sont diffdrents dans le cas de rdflexions 
spdciales. On a 

a; = a~VP , (114)  

quand E ( H + H ' A s )  ou E ( H ( I - A s ) )  ont le poids Ps. 
Si l 'on ndglige les corrdlations entre atomes dif- 

fdrents, on obtient  les relations approchdes 

E ( H ) E ( H ' )  ~ 9 ~v a~E(Ks ) (11-5) 
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E ( H ) ~ - I  ~ q~ 2." a ~ E ( H ( I - A s )  ) . (11-6) 

Des relations similaires ont 6t6 utilisdes dans Ia 
mdthode d'approche directe (Bertaut & Blum, 1956). 

EXn~PL~. - -  Groupe P212~21 (D~). De 

]~(h, k, 1)] 2 = ~(000)+ (-1)a+~(2h,  2k, 0) 
+ ( -1)~+~(0,  2k, 2l)+ (-1)~+~(2h, 0, 2l) (11-7) 

on ddduit 

lE(h,k, 1)l~-I 
= ~((-1)~+~E(2h, 2k, 0)+ (--1)h+~E(0, 2k, 2l) 

+ (--1)~+~E(2h, 0, 2l))+terme mix te .  (ii-8) 

Relations d'ordre 3 . -  On a 

E(Ha)E(H2)E(Ha) = S ~ + S ~ + S ~  (11-9) 

off les sommes 

S~ = ~a ~- ~(Ht)~j(H2)~i(Ha) (II-10) 
7" 

SIk = q)a ~ (~/(Ha)~/(H2)~/~(Ha)+~(H2)~](H3)~k(Ha) 
14:k 

+ ~i(Ha)~j(Ha)~(H2))(11-11)  

$ i~  = 9 a 2~ ~j(H~)~(H2)~(Ha) (11-12) 
7", k, l 

d6pendent respectivement d 'un atome, de deux atomes 
et de trois atomes diff6rents. La lin6arisation de S~ 
(II-10) va donner lieu £ une somme lin6aire de facteurs 
de structure. Dans S~  on lin6arisera des produits tels 
que ~j(Ht)~(H2) selon (I-5), t ransformant  ainsi les 
produits de trois facteurs de (II-11) en produits de 
deux faeteurs, relatifs ~ deux atomes diff6rents j e t  k. 
On 61iminera ces produits en j ,  k grace ~ (II-2). 
S~  pourra donc s 'exprimer comme une somme de 
produits de deux facteurs de structure et d 'une somme 
lin~aire de facteurs de structure de sorte que 

E(H~)E(H2)E(Ha) 
= ~" .~, ApE(Kp)+~, BqrE(Kq)E(Kr)+SI~z (11-13) 

p qr 

oh A~, Bq~ sont des coefficients, K~, Kq et K~ des 
vecteurs que nous n'explicitons pas. Grgce £ l 'identit6 

~a ~ ~(HI)~i(H2)~(Ha) 

= ~o ~ .~Y ~(Ha) .~' ~%.(H~) ~(H2) 

- ~ a  27, ~i(H~)~(H2)~i(Ha) 

= E(H3)(F ~ ~ ~i(H~)~i(H2)-Si 

on 6crira la forme plus commode 

(II-14) 

E(HI)E(H2)E(Ha) 

= - 2 ~  a ~ ~j(Ha)~j(H2)~j(Ha) 
J 

+ ~ ( E ( H 1 )  2," ~j(H2)~j(Ha) 
i 

+E(H2)  ~ ~j(Ha) ~j(HI) 
J 

+E(Ha)  Z ~j(Ha)~j(H2)) + S i n  • (11-15) 
J 

Le nombre de termes dans le second membre de (11-15) 
croit consid6rablement avee l 'ordre n du groupe. 
Quand Ha, H2, Ha sont des r~flexions g6n6rales, il y 
aura apr~s lin6arisation n 9 termes lin6aires, 3n produits 
de deux termes plus ]e terme S~z~. (Dans P212121 par 
exemple on aura ainsi 16+12+1  = 29 termes). 

L'exemple ]e plus simple est fourni par P1 off l 'on a 

~(H)~(H') = ~ ( H + H ' ) .  (II-16) 

De (I1-15) on ddduit alors 

E(Ha)E(H2)E(Ha) 
= -2q~E(Ha+H2+Ha)+q~(E(Ha)E(H2+Ha) 

+E(H2)E(H~+Ha)  +E(Ha)E(H~ +H2)) + S ~ .  
(H-17) 

En particulier si H t + H 2 + H a  = 0, (11-17) se r~duit 

E(Ha)E(H2)E(Ha) 
= ~(IE(H~)I~+IE(I-I2)[ ~ + [E(Ha) I~ - -2 )+S~ .  (II-18) 

Relations d'ordre supdr ieur . -  Si l 'on t rai ta i t  de la 
m6me fa~on un produit  d'ordre 4 tel que (II-19), on 
pourrait  tenir compte des correlations entre deux 
atomes grace £ (II-2), des corr61ations entre trois 
atomes dLff~rents grace £ (11-13) et ~crire 

E(H1)E(H2)E(Ha)E(H4) 

= (pa ~ ApE(Kp) +q~2 ~,  BqrE(Kq)E(Kr ) 
p qr 

+q~ ~, C,tuE(Ks)E(Kt)E(Ku)+Sjkzm (11-19) 
$tu 

off Smm est un terme analogue £ (I1-12), relatif £ 
quatre atomes diff6rents. D'une mani~re ggn6rale, un 
produit  de m facteurs de structure pourra s 'exprimer 
par une somme de produits de facteurs de structure 
d'ordres m - l , m - 2 ,  . . . , 1 ,  plus un terme mixte 
relatif ~ m atomes diff6rents. En n6gligeant ce dernier 
terme, on obtient une relation approch6e entre fac- 
teurs de structure. Pour obtenir des relations rigou- 
reuses, nous allons 61iminer le terme relatif aux 
atomes diff6rents, soit en formant des moyennes qui 
l 'annulent,  soit en l 'exprimant par  des moyennes 
statistiques. 

F o r m a t i o n  de m o y e n n e s  

Rappelons qu'fl ne s 'agit pas d 'une m6thode absolu- 
ment  nouvelle. Dans la statistique de faeteurs de 
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structure (Bertaut, 1955) on est amen6 £ 6valuer des 
moyennes d 'un produit M de facteurs de structure 
trigonomgtriques tel que (III-1),  produit que l 'on 
peut  lindariser selon 

M = ~pl(hl) ~p2 (h~). . .  $~(h~)  

= cx~(H~)+c2~(H~)+.. .Cq~(nq)+ . . . .  (III-1) 

Ici les Ca sont des coefficients d6pendant du groupe et 
les composantes des v e c t e u r s  Hq sont des combinai- 
sons lin6aires des composantes des vecteurs h~, h~, 
• . . ,  hm. Or, en vertu de (I-10) la moyenne sur les 
coordonn6es de (III-1) ne peut 6tre diff6rente de z6ro 
que si Fun des vecteurs Hq s'annulle. La condition 

Hq = 0 (111-2) 

impose une condition entre les composantes des vec- 
teurs hi, h~, . . . ,  h m. I1 y aura autant  de conditions 
diff6rentes qu'il y aura des vecteurs Hq diff6rents. 
Supposons qu'au lieu d 'une moyenne sur les coor- 
donn6es atomiques x~, y~, z~ avee des vecteurs fixes 
h~ (k = 1 , . . . ,  m), on 6value une moyerme sur les 
vecteurs r6ciproques h~ en maintenant  les coor- 
donn6es fixes. Le r6sultat sera exactement le m6me 
si les vecteurs hk (k = 1, . . . ,  m) restent assujettis 
la condition (III-2).  Mais cette fois-ci nous pouvons 
aller plus loin et soumettre les vecteurs hk & la 
nouvelle condition 

Hu = vecteur constant .  (III-3) 

On obtiendra maintenant  

( M )  = %~(H~). ( I I I 4 )  

En  sommant (111-4) sur routes les positions atomiques 
j = 1, . . . ,  t, on fait apparaitre au deuxi~me membre 
un facteur de structure E(Hq). 

Moyennes qui annulent le terme mixte 
Effectuons dans (11-2) une moyenne sur t o u s l e s  

vecteurs H e t  H',  compatibles avec la constance de K~ 
(1-6). On obtient ainsi 

~E(K~) = <E(H)E(H')/a~(H')>. (111-5) 

De m6me, variant  H, tout  en maintenant  constant 
H ( I - A ~ ) ,  dans (II-3), on obtient: 

~ E ( H ( I - A ~ ) )  = ((IE(H)I2-1)/a:(H)> (II1-6) 

(III-5) est la g6n6ralisation 6vidente de la relation de 
Sayre (1952). Quant £ (III-6),  il n 'est pas toujours 
possible d'isoler au premier membre un seul facteur 
de structure. Cette possibilit6 existe cependant quand 
le processus de moyenne fair intervenir un dl6ment de 
sym6trie translatif. 

EXEMPLES 

1 °. P212121. On d6duit de (11-8) 

E(2H, 2K, O) = (-1)H((-1)~(E(H,K, /)e-l)} . 
(111-7) 

2 °. Dans P4/n on a 

~V(2) (E(2H, 2K, 0 ) ( -  1)n+x + 2E(H + K, K - H ,  0)) 
= <(E2(H, K, l ) - l ) >  (III-S) 

tandis que dans P42/m on a sgpar6ment 

9V(2)E(2H, 2K, 0) = <(E~(H,~; ,1) - I )>  (111-9) 

~2 I / (2)E(H+ K, K - H ,  0) = < ( -  1)l (E2(H, K, 1)-  1)>. 

(111-10) 
Dans les exemples 1 ° et 2 ° H et K sont fixes, l e s t  
variable. 

3 °. La relation de Bullough et Cruickshank (1955) 
(III-12). 

Soient +(x,  y, z; x, ½+y, ½-z) les 4 points 6quiva- 
lents du groupe P21/b. On aura 

E(h, k,/)~-1 
= E(2h, 2k, 2l)+ (--1)k+Z2(E(0, 0, 21)+E(2h, 2k, 0)) 

+ terme mix te .  (III-11) 

Multiplions (III-11) par E(H-2h,  K-2k ,  L-21) et 
6valuons la moyelme sur h, k et 1. On obtient la rela- 
tion suivante (111-12) qui est valable dans tout  groupe 
centrosym6trique, car elle est li6e ~ l 'existence du 
terme E(2h, 2k, 2l), c'est £ dire £ l 'op6ration I. 

< (E2(h, k, 1)- 1)E(H-2h, K-2k ,  L-2 l )>  

= 9eE(H, K, L).  (III-12) 

Cette dquation n'est  pas strictement 6quivalente 
l '6quation de Sayre, puisque E(h, k, l)2-1 n'est  pas 
6quivalent £ 9E(2h, 2k, 2l). 

Multiplions (III-11 ) aussi par ( - 1 )k+~E (H, K, L -  2l) 
et formons ~ nouveau une moyenne sur les indices 
h, k et 1. Le r6sultat sera V(2)~E(H,  K, L). Mais cette 
fois-ci on a une 6quivalence stricte avec l '6quation 
de Sayre, puisqu'on peut d 'abord effectuer la moyenne 
sur h e t  k 

<(-1)k+~(E~(h,k, 1)-l)> = 91/(2)E(0, 0,2l) (III-13) 

et ensuite sur 1 selon la relation de Sayre. 

4 °. On pose dans (11-9) H I + H 2 + H  a = K, K 6rant 
un vecteur constant. La moyenne sur HI, H 2 et H a 
de (II-9) f0urnit dans tout gr0upe d'espaee 

<E(H~)E(H2)E(Ha)> = ~ 2 E ( K ) ( =  <S¢}). (111-14) 

I1 est ais6 de voir que cette relation (Simerska, 1956) 
rdsulte de la double application de l '6quation de Sayre 
en posant H 2 = K - H  et H a = H - H  1 et en effectuant 
d 'abord la moyellne sur le vecteur variable H et 
ensuite sur H I. 

Elimination des termes mixtes 

E t u d e  de  



E. F. B E R T A U T  5~5 

( ( I E ( h , + h ) l g - 1 ) ( I E ( h z + h ) l ~ - l ) )  -- Me~. ( I V - I )  

Compte tenu des conventions de l ' in t roduct ion on 
a dans tout  groupe 

t 

] 1 = 1  8 

+ ~  ~ ~ h ( h ~ ÷ h ) ~ l ( h ~ + h ) .  (IV-2) 
~l¢k~ 

Nous dcrivons la m~me relat ion avec un  vecteur h ~ ÷ h  
(avec une lgg~re diffgrence de nota t ion du premier  
terme du second membre).  

]E (h2+h) ]~ - I  _- ~ ~ ~ '  r~$~((h~+h)( I -C~))  
/~=1 s 

+q0 ~' 27 ~i~(h2+h)~ez(h~+h).  (IV-3) 
ieW=kz 

Ici h est un  vecteur variable,  h~ et hz sont des vec- 
teurs constants,  li6s par  

H = h ~ - h ~ .  (IV-4) 

Multiplions (IV-2) et (IV-3) membre  & membre  et 
dvaluons la moyenne  sur h. 

Groupes centrosymdtriques 
Examinons  d 'abord  les termes mixtes.  Posons 

j ~ = k ~ = j ;  k l = f l = k .  (IV-5) 

On a, (h~+h) et (h~+h) dtant  des rdflexions g~ndrales 

( ~ ( h ~ + h ) ~ ( h ~ + h ) )  = ~(h~-h~)  = ~(H) .  (IV-6) 

Le produi t  des termes mixtes  fournit  donc une 
premiere contr ibut ion 

q~ 2 ;  ~(H)~:~(H) = q~ 2," ~j(H) - _  I~.(H)I ~ • 
i~=~ i = l  i=~ 

(~v-7) 
Comme on a 

~(h~+h)  = ~(h~+h)  (IV-8) 
posons aussi 

j~ = j ~ = j ;  k~ = k z = k .  (IV-9) 

On obtient  encore (IV-7) ce qui f ina lement  double le 
rdsultat.  

La  seule contr ibut ion non nulle des termes en s vient  

des facteurs ~ ( ( h ~ ÷ h ) ( I - C s )  ) et ~ ( ( h 2 + h ) ( I - C s )  ) 
avec le m~me s, c'est ~ dire correspondant £ une mdme 
opdration de symdtrie.  I1 faut  faire a t tent ion £ ce que 
$ ( (h~+h) ( I -C~) )  et plus s implement  $ ( h ( I - C s ) )  peut  
avoir un  poids s tat is t ique supdrieur £ l 'unit& Nous 
noterons dordnavant  par  ps le poids s tat is t ique de 
~(h( I -C~) ) ,  (h) gtant  une r6flexion gdn~rale. On doit 
alors dcrire (cf. appendice II) 

($ ( (h ,  ÷ h )  ( I - C s ) )  $ ( (h~÷h)  ( I - C s ) ) )  

= p s ~ ( ( H ( I - C s )  ) . (IV-10) 

Compte tenu de (IV-7) (~ doubler) et de (IV-I)  

(IV-10), on a dans tout  groupe centrosym6trique 
pr imi t i f  

M29 ' -- ( ( E 2 ( h l + h ) - l ) ( E 2 ( h 2 + h ) _ l ) )  

' ~ -  ' ~j(o)) = 2~ '  ([ j=~I~%(H)j=~Yl 

t 

+~4 27 27'y~(~,sp,-2) ~ ( H  ( I - C s ) ) .  (IV-11) 
i=1 s 

Cette relat ion contient au deuxi~me membre  les fac- 
teurs de structure qui r6sultent  de la l ingarisation de 
I~(H)] 2 saul  ceux pour lesquels p~7, = 2 (soit p~ = 2 
et 7s = 1, soit p, = 1 et y,  -- 2). Au lieu de discuter 
2 cas selon que (H) est une r6flexion g6n6rale ou 
sp~ciale, nous abordons tout  de suite le cas le plus 
g6n~ral oh ~(H) a l e  poids s ta t is t ique P .  !Notons par  
Ps le poids de ~ (H( I -A~) ) .  On a dans tout  groupe 
centrosym6tr ique pr imi t i f  

Mz~ = 2@ ~ (PE 2 (H) - 1) 

+q)a.~' ~',(y,p,-2)/(P,)a,(H)E(H(I-As))  . 
' (Iv-12) 

Cette formule* comprend comme cas part icul ier  celui 
off (H) est une rgflexion ggn~rale; on a alors P = 1 et 
Ps = ps. I1 n 'es t  pas n~cessaire de t ra i ter  £ par t  le cas 
off (H) est une r~flexion d~fendue, c 'est £ dire quand  
$(H) = 0 tandis  que ~ ( H ( I - A s )  ) 4= 0. Dans  ce cas 
(IV-7) se rgduit  ~ z6ro. Mais (IV-12) reste toujours 
valable.  On n ' a  qu '£ y poser E(H)  = 0. 

Malgrd son aspect compliqu6, (IV-12) est simple 
manier ,  comme les exemples suivants  le mont ren t  

1 °. P L  ~ '  ne eontient  qu 'un  terme A~ = I. On a 
8 

P = p ~ = F ~ = P ~ = I  et 

Mee = 2 ~ 2 ( E ~ ( H ) - I ) - ~ a E ( 2 H ) .  (IV-13) 

C'est la relat ion de Cochran (1954). 

2 °. .P21/b...S,' contient  3 termes. Les rdflexions 

correspondantes sont (cf. (III-11)) (2H, 2K, 2L), 
(2H, 2K, 0) et (0, 0, 2L). Les coefficients absolus sont 
~ = Fa = Ya = 1 ; les poids correspondants sont pz = 1 ; 
p~ = pa = 2. Quand (H) = (H, K, L), M~. se rdduit  
encore ~ la relat ion de Cochran. 

REM_~RQUE. II est assez surprenant de constater que 
la relation de Cochran n'a pas de validit6 g~n~rale. 
En fair elle n'est valable que dans P1 (No. 2 des 
Tabl. Int.), dans les 6 groupes isomorphes de P2/m 
(No. i0 £ 15) et dans P3 (No. 147 et 148 off l'on a 
ps = 1 pour tout  s et ~2 = 1; Y3 = )'a ---- 2), soit dans 

* 27' dans (IV-11) et (IV-12) peut contenir ~(0) dont on 
8 

prendra le poids ~gal ~ 1. Comme 27" ne contient pas l'op~ra- 
s 

teur Cs = I, cette 6ventuali~ ne peut avoir lieu que si H 
est perpendieulaire au dyadique I--As. 
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Tableau 1 

h(I--As) ps ?s ?s(ps~'s--2) (H, K, 0)(I--As) 

A~ 2h, 2k, 2l 1 1 -- 1 2H, 2K, 0 
A a 0, 0, 2l 4 1 2 0, 0, 0 
A~ 2h, 2k, 0 2 1 0 - -  
A~, 6 h+k, k--h, 0 2 2 4 H+K, K--H, 0 
A~, s h+lc, It--h, 21 1 2 0 - -  

~ ~(~) 

2 1 
1 ( - -  1 )h+k 

(-])~ 

9 groupes sur un total de 92 groupes centrosym6- 
triques. 

Dans tout autre groupe (m6me dans les groupes ne 
contenant que des 616ments de sym6trie d'ordre 2 tels 
que Pmmm et les groupes isomorphes :No. 47-74) des 
termes suppl6mentaires apparaissent venant de ce que 
pour plusieurs facteurs de structure on a p,?, 4= 2. 

3 °. Consid6rons l'exemple instructif de P4/n. (Les 
groupes isomorphes (No. 83-88 se traitent de 1~ 
m~me fa~on). On a 

~(h, k, l) = ~(0)+$(2h, 2k, 2/)+ (-1)~+~(~(0, 0, 2/) 
+~(2h, 2k, 0 ) ) + 2 ( - 1 ) ~ ( h + k ,  k - h ,  0) 
+ 2 ( - 1 ) ~ ( h + k ,  k - h ,  2/). (IV-14) 

On dresse un tableau off figurent darts la premiere 
colonne les opdrateurs As, dans la deuxi~me colonne 
les composantes de h ( I - A s ) ,  lues sur (IV-14), dans 
la troisi~me colonne les 'coefficients absolus' y~, lus 
sur (IV-14), dans la quatri~me colonne les poids p~, 
c'est ~ dire les coefficients de ~(0) que l'on d6duit de 
(IV-14) en y rempla~ant (h) = (h, k, l) par h( I -A~) .  
Dans la einqui~me colonne on inscrit la valeur de 
?~(p,?~-2). La signification des colonnes suivantes 
est expliqu6e plus loin. 

(a) ( H ) =  (H, K, L). On obtient, compte tenu de 
Ps = ps et de (IV-12) gr£ce au Tableau 1. 

M ~  = 2 ~  ~ (E ~ (H, K,  L) - 1) 
+ ~ a ( - E ( 2 H ,  2K, 2L)+4 (-1)H+2~E(0, 0, 2L) 

+4I / (2 ) ( -1 )~E(H+K,  K - H ,  0)). (IV-15) 

(b) ( H ) =  (H,K,  0). On a P = 2 .  Les r6flexions 
(H, K, 0 ) ( I -As)  et leur poids Ps sont dans la 6 e et 7 e 
cololme du Tableau 1. Dans la dernigre eolorme on 
trouve les coefficients a(h) de la relation de lingarisa- 
tion (IV-14). I1 es~ inutile cl'inserlre ces quantit6s 
quand (ps?,-2) = 0. On a ici 

M~.2 -- 2~(2E~(H, K, P ) - I  + ( - 1 )  H+~) 

+~aI/(2)(-E(2H, 2K, O) 
+ 4 ( - 1 ) ~ E ( H + K , K - H ,  0)). (IV-16) 

(c) (H) = (0, 0, L). On a P = 4. Op6rant de m6me, 
on trouve 

M~. = 2~(4E~(0, 0, 2L)+l)+29aE(0,  0, 2L). (IV-17) 

Ddtermination de rdflexions invariantes. 
Le probl~me est de savoir lesquelles des r6flexions 

invariantes d'une relation de lin6arisation (I-8) 
peuvent ~tre ddtermin6s £ l'aide de M22 et de M S 
si nous abrdgeons par M S les moyennes du type 
(III-6) ((E2(hkl)- l) /a:}.  Dans l'exemple ci-dessus on 
voit que E(0, 0, 2L) peut ~tre d6duit de (IV-17), 
mais aussi de 

( ( E ~ ( h , k , L ) - l ) ( - 1 )  ~'+k} = 2~E(0, 0,2L) (IV-18) 

de sorte que l'on dispose de deux formules ind6pen- 
dantes pour le calcul de E(0, 0, 2L). E(2H, 2K, 0) et 
E ( H + K ,  K - H ,  0) figurent dans (IV-16) et dans 
(III-8), mais avec des coefficients diff6rents de sorte 
qu'ils sont calculables. E(2H, 2K, 2L) peut ensuite 
~tre d6duit de (IV-15). Fina]ement tousles  facteurs 
de structure de la relation de lin6arisation (IV-14) 
peuvent ~tre d6termin6s gr£ce £ M S et M22 sauf 
E ( H + K ,  K - H ,  2L) quand H et K sont de parit6 
diff~rente. (Quand H et K sont de m~me parit6, il 
n 'y  a pas de probl~me, car alors (H+K,  K - H ,  2L) 
est du type (pair, pair, pair)). Nous en ddduisons 
qu'en g6n6ral M 2 et M~2 permettent de d6terminer 
tousles faeteurs de structure r~els de (I-8) saul ceux 
de poids P = Ps = 1 et de coefficient absolu ?, = 2. 

REMARQUE. :Par contre les facteurs de structure 
E(H) de poids P = 2 et de coefficient y~ = 1 sont 
toujours calculables, car ce qui importe, n'es~ pas la 
valeur de Py~, mais celle de psy,. Illustrons ce point 
par l'exemple de P21/b off nous avons d6j£ caleul6 
E(2H, 2K, 2L) (cf. (IV-13) et exemple 2°), en posant 
(H) = (H,K,  0). On a P = 2 ,  mais le terme eorre- 
spondant £ P2 = Y~ = 1 subsiste et 

M22 = ~09(2E2(H, K, 0)-1)-~/(2)~03E(2H, 2K, 0).  
(IV-19) 

Ajoutons encore que E(2H, 2K, 0) peut aussi 8tre 
d6duit de 

( (E2(H, K, 1)- 1)}z = ( -  1)K V(2)~E(2H, 2K, 0). 

(IV-2O) 

On a des formules analogues pour d6terminer 
E(0, 0, 2L) dans ce groupe. Laquelle des deux rela- 
tions, tir6es de M~ (111-6) ou de M2~. est pr6f6rable, 
ne peut 6tre d6cid6 que par des m6thodes statistiques 
que nous ne discuterons pas ici. 

Groupes sans centre de symdtrie 
L'6quation (IV-8) cesse d'etre vMable et la seule 
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(h,]c,i, 1)(I--As) Ys 
Tableau 2 

ps V(ps) ys (psrs- 1) (0, 0, 0, L)(I--As) Ps V(Ps)ys(ps~s--1) 

o, 0, 0, 2: 1 3 2 V3 
h--k, k--i, i--h, 0 1 2 I/2 
h--k, ]c--i, i--h, 2l 1 1 0 

0, o, 0, 2/) 3 2 V8 
0, 0, 0, 0 1 I 

contribution du ' terme mixte '  est (IV-7). L'on obtient 

M~.~ = ~4 ~j(I-I) - 2 ;  ~j(O) 
"= ] = 1  

t 

+(F4~YZ' 7 , ( p , y , - 1 ) ~ j ( H ( I - C s ) ) .  (IV-21) 
/=1 s 

:Notons P le poids de ~(H) et P ,  le poids de 
~ (H( I -As ) ) .  On aura dans tout  groupe primitif sans 
centre de sym&rie 

M ~  = ~ ( P I E ( H ) ] ~ - I )  
+~a 2 ,  y,(p,7 _ 1 ) V ( p , ) a ( H ) E ( H ( I _ A s ) ) "  (IV-22) 

8 

:ExEMPLES. 1 °. Groupe P1. Le dernier terme en 
2 '  n'existe pas, car la seule opdration de symdtrie 

8 

est I que 2 '  ne contient pas. 
8 

2 °. Le terme 2 '  disparait dans t o u s ] e s  groupes 
8 

pour lesquels on a simultan6ment p~ = 1 et y~ ~ 1, 
c'est ~ dire dans tous l e s  groupes d'ordre 2 (Pro, .P2 
etc. cf. :No. 3 g 9, Tabl. Int.) et dans les groupes ne 
contenant que des axes d'ordre 2 (P2~2~2~ avec 

= 0 ou 1, cf. :No. 16 g 24). Dans ces 1 + 7 + 9  = 17 
groupes d'espace, l '6quation (IV-23), prouv6e par 
Haup tman  & Karle (1955) pour P1 est valable, c'est 

dire aucune d6termination de phases par Me~ n'est  
possible, quand h balaie tout  I'espace rdciproque. 

Me~ -- 9~([E(H)I2-1) .  (IV-23) 

~ E M A R Q U E .  Dans les groupes cit6s et dans beaucoup 
d'autres groupes sans centre de sym6trie, il y a ce- 
pendant  des projections centrosym6triques. Dans 
P2~2~2~ par exemple, les 3 projections selon 0x, 0y 
et 0z sont centrosym6triques. Les sections corre- 
spondantes de l'espace r6ciproque sont 0, k, l; h, 0, 1 
et h, k, 0. Aux ~acteurs de structure correspondants 
on dolt alors appliquer la formule (IV-12) du cas 
centrosym&rique, Ie vecteur h ne balayant  qu'une 
section de l'espace r6ciproque. On a ainsi dans P2~2~2~ 

Mee = 2~(E~(H,  K, 0 ) - 1 )  
-q~aE(2H, 2K, 0)(--1) ~+z (IV-24) 

off h dans M~2 ( IV-l )  est un vecteur £ deux compo- 
santes ((h) = (h, k, 0)). Remarquons que les 6quations 
(IV-24) et (111-7) sont ind6pendantes. 

3 °. Autres groupes sans centre de symdtrie. ~ Dans 
tout  autre groupe fl y a des termes pour lesquels 
p~7, 4= 1. ~Nous discutons les cas de P6  et de P4mm. 

P6. On a ici 

A C 1 2  

[~(h, k, i, 1)l ~ 
= ~(0)+~(0, 0, 0, 2l)+~(h-k, k - i ,  i - h ,  O) 

+~*(h-k, k - i ,  i - h ,  O)+~(h-k, k - i ,  i - h ,  2l) 
+~*(h-k, k - i ,  i - h ,  2/).  (IV-25) 

On dresse un tableau (2) comme dans le cas centrosym6- 
trique dans ]equel on rassemble route ] ' information 
n6cessaire pour l 'application de (IV-22), c'est g dire 
(h, k, i , / ) ( I - A s )  (1 e colonne), Ys et Ps ( 2e et 3 e 
colonne), p~y~(psys-1)(4 e colonne). Dans les colonnes 
suivantes on inscrit ( H ) ( I - A s ) ,  P~ et P~y~(p~y,-1) 
quand (H) est une r6flexion sp6ciale. On &abli t  ainsi 
les relations suivantes. 

Pour (H) = (H, K, I ,  L); P = 1 

M22 = ~2([E(H, K, I ,  L)12-1) + ~a(2~/(3)E(0, 0, 0, 2L) 
+ V ( 2 ) E ( H - K , K - I , I - H , O )  
+ V ( 2 ) E * ( H - K , K - I , I - I t ,  0)).  (IV-25) 

Pour (H) = (0, 0, 0, L); P = 3 

M22 = ~9(3E2(0, 0, 0 , / . ) - 1 )  
+~a(2V(3)E(0, 0, 0, 2L)+E(0)  

= 3~2E2(0, 0, 0, L)+2V(3)~aE(0, 0, 0, 2L). 
(iv-26) 

Pour ( H ) =  (H, K, I,  0); P = 2 (non explicit6 sur 
le tableau) 

Me2 = 2~2[E(H, K, I,  0)12+~ ~ 
+V(2)q~a(E(H--K, K - I ,  I - H ,  O) 
+ E * ( H - K ,  K - I ,  I - H ,  0)).  (IV-27) 

P4mm (et groupes isomorphes No. 99-110). On a ici 

[~(h/c/)[ 9 = ~(0)+~(2h, 2k, 0)+s(~(0, 2/c, 0) 

+~(2h, 0, 0))+st($(h+k, h+k, 0) 
+~(k-h,  h - k ,  O))+2t~(h+k, h -h ,  0). 

(IV-28) 
Les lettres s e t  t dans (IV-28) sont des facteurs de 
phases (explicit6es dans les tables de lin6arisation, cf. 
Bertaut  & Dulac (1955)). Dans P4mm on a s = t = 1. 
Les facteurs de structure E(h, k, l) sont complexes, 
mais E(h, k, 0) est rdel. On construit un tableau 
analogue au pr6c6dent. :Nous ne donnons que ]es 
r6sultats. Quelque soit L on a pour (H) = (H, K, L) 

i2~ = cf~(iE(H, K, L)]~- l )  
+~a(~/(2)[E(0, 2K, 0 )+E(2H,  0, 0) 
+E(H+K, H+K,  O)+E(K-H,  H - K ,  0)] 
+2E(H+K, K - H ,  0)).  (IV-29) 

37 
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De m~me, pour (H) = (H, 0, 0) (facteur de structure 
r~el [) on a 

M~.~ = 2~2E2(H, 0, 0)+~a~/(2)(E(2H, 0, 0) 

+4E(H, H, 0)) (IV-30) 

et une relation analogue quand (H) = (0, K, 0). 
Enfin pour (H) = ( H + K ,  K - H ,  0) on a 

M22 ---- cfl2(E2(H+K, K - H ,  0 ) - 1 )  
+q~3(2[E(0, 2K-2H, O)+E(2H+2K, O, O) 
+E(2H,  2H, 0 )+E(2K,  2K, 0)] 

+2E(2K,  2H, 0)).  (IV-31) 

Dans (IV-28) £ (IV-31) h balaie tout  l'espaee r~ei- 
proque. La projection selon 0z ~tant centrosymdtrique, 
on peut encore appliquer (IV-12) £ la condition que 
h ne balaie que la section (h, k, 0). On trouve alors 

M22(h, ]c, O) = 2~2(E~(H, K, 0 ) - I ) - ~ a E ( 2 H ,  2K, 0) 

(IV-32) 

et des relations analogues pour E(H,O,O) resp. 
E(O,K,O). 

Groupes  de translat ion d'ordre 

Les ~galit~s des chapitres precedents oat  ~t6 d~riv~es 
pour les groupes primitifs. Leur gdndralisation pour 
des groupes de translation d'ordre ~ est facile. Cela 
a gt4 illustr4 par l 'exemple de M22 dans l 'appendice 
I I I .  

Cas d 'atomes  diff~rents 

l~Ious avons dgMement illustr~ par l 'exemple de M22 
(appendice IV) le cas d'atomes diffgrents. II faut 
remarquer cependant que dans ce cas les relations 
obtenues n 'ont  qu'un caract~re approchd. 

Conclusion 

Le m6canisme de d~rivation de relations entre fac- 
teurs de structure est considgrablement simpliii4 par 
l'alg~bre des facteurs de structure. Nous espdrons que 
les exemples donngs dans ce mdmoire permettront  au 
lecteur d'utiliser 5, son profit des relations entre 
facteurs de structure dans tout  groupe d~sird. La 
v~l~ur st~tistique des relations reste ~ diseuter (d. 
Klug, 1958). 

A P P E N D I C E  I 

Le coefficient absolu  
Soit 

[~(h)[ 2 -- ~ ~ ( h ( I - C ~ ) ) .  

Pour que l 'on air 

~ (h ( I -Cs )  ) = $ (h ( I -Cq) )  

quelque soit h e t  avee C s ~= Cq, il Sllffit que (cf. 
(I-14)) 

(I -Cs)Cx -- I - C q .  (3) 
Posant 

Cq -- C (4) 

on volt qu'une solution dvidente de (3) est 

C x = - C = ] C ;  C s = C  -~. (5) 

Lorsque C et C -t, donc Cq et Cs coincident (dldments 
de sym6trie d'ordre 2), le coefficient absolu ys de 

~ (h ( I -Cs )  ) sera 1. Lorsque C ~ C -1 et que I fair 
partie des glgments de sym6trie du groupe, l 'dquation 
(2) est certainement v~rifide. On a alors 7, = 2. 
Cette condition est cependant trop restrictive. I1 est 
simplement n~cessaire que C ~ C -x et que l 'existence 
de I soit vraie 'en projection'. Cela est dfi au fair que 
la partie dyadique de I - C s  ne constitue pas un 
dyadique complet. Dans ces conditions on a 7s = 2 
m~me dans des groupes non centrosym6triques (cf. 
P4mm). 

EXEMPLES. P3. On a A,  = I;  A2 -- C; A S --- C 2 = 
C -1 et 

(h ( I -A2) )  = (h-]c, ]c-i,  i - h ,  0) = (abr~gd) (h', ]c', i', 0) 
( h ( I - i s ) )  = (h-i,  ]c-h, i-]c, 0) = (abr~gd)(i', ~', ~', 0) 

On a l e s  relations de symdtrie 

~(h', k', i ' ,  0) = ~(i', h', k', 0) 

d'ofi 

[~(h, k, i, 1)[ 2 = ~ (0 )+~(h - / c , / c - i ,  i -h ,  O) 
+~*(h-k, k - i ,  i -h ,  O). 

L'gl6ment I n'existe pas, m~me pas en projection, 
doric ici y~ = 1. 

P3. I fair partie du groupe et l 'on a avec les m~mes 
abrgviations que sous P3 

~(h', ~', i, t) = ~(i', ~', ~', 1) 
et 

~e(h, k, i, l) -- ~(0)+~(2h, 2k, 2i, 2/) 

+ 2 ~ ( h - k ,  ]c-i, i -h ,  21)+2~(h-]c, ]c-l, i -h ,  0). 

P4mm. I ne fait p~s partie du groupe, mais existe 
dans la projection Oxy, perpendiculaire £ l 'axe 4 
(plan du dyadique ( I - 4 ) )  cf. (IV-28). 

A P P E N D I C E  II  

(1) Lin6arisation et poids  stat ist ique 

Soient (h') une r6flexion g6n6rale de poids 1 et (h") 
une r~flexion sp~ciale de poids p. I1 y aura n op6ra- 

(2) teurs distincts h'Cq(q = l, . . . ,  n) tandis qu'il n ' y  aura 
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clue nip opdrateurs distincts h"C~(s = 1 , . . . ,  n/p). 
Les n/p opdrations de symdtrie  Cs forment  un  groupe 
par  rapport  ~ l 'opdrateur h"C~, c'est £ dire h"CrC t 
appar t ien t  aux  dldments de h"C~. Cela reste encore 
vrai  s i r  -- 1, . . . ,  n e t  t = 1, . . . ,  n. On a: 

nip 
~(h") = p ~ exp 27dh"C~ . r  (6) 

S = l  

nip n 
~(h ')~(h")  = p ~ ~" exp 2 z i ( h ' + h " C ~ C ~ ) C q . r .  (7) 

s = l q = l  

Si l 'on fixe q, s var ian t  de 1 £ n/p, h"CsCq ~ reproduira  
encore les opdrateurs h"Cs,  mais  dans un  autre ordre, 
d'ofi: 

nip 
~e(h')~e(h") = p ~ ~e(Hm) (8) 

m = l  

off H~ est l 'opdrateur  

Hm = h ' + h " C m  (m = 1, . . . ,  n/p) .  (9) 

La m6me ddmonstrat ion est valable  si ~(h') et ~(h") 
sont deux facteurs de structure de m~me poids ps et 
de m6me esp6ce. 

Exemple  h ' =  h ~ ( I - A s ) ;  h " =  h 2 ( I - A s ) ,  (h~) et 
(h2) dtant  des rdflexions gdndrales. Dans  ce cas ~(Hm) 
(8) a aussi le poids p~ (ou un  poids supdrieur). 

A P P E N D I C E  III 

Groupes  de trans lat ion  d'ordre 

Nous avons montrd antdr ieurement  que l 'ordre d ' un  
groupe de t ransla t ion T joue le m6me r61e que le 
poids s tat is t ique (Bertaut,  1956a). Si nous continuons 

poser ~ = N-½ nous devons remplacer  (I-18) par  

t 

E(h)  = (~v/[/~) ~ ~jr(h) (10) 
j = l  

(h) dtant  une rdflexion gdndrale. Ici ~e Tes t  le facteur 
tr igonomdtrique du groupe de t rans la t ion T. I1 est 
commode d 'employer  toujours les facteurs ~(h) du 
groupe de t ransla t ion primitif ,  lids ~ ~T par  

~r  = ~ .  (11) 
On dcrira donc 

t 

E(h)  -- ~[/(~) ~ ~e/(h). (12) 
] = 1  

Compte tenu de cette relation, fl est facile de montrer  
que (IV-12) et (IV-22) restent  valables ~ condition 
de remplacer  M2~ par  M2J'c. ps, P e t  Ps cont inuent  £ 
~tre les poids stat ist iques des facteurs de structure 
respectifs ~ ( h ( I - C s ) ,  ~(H) et ~ ( H ( I - C s )  du groupe P. 

E(H) et E ( H ( I - A s ) )  sont les facteurs de structure 
normalisds dans le groupe de translation T. 

Si l 'on note 

A P P E N D I C E  IV 

Cas d 'a tomes  diff6rents 

t 

Eq(h) = • ~ j ( h )  (13) 
i = 1  

et t 
zq = Z,  njq)~ (14) 

j = l  

on trouve £ la place de (IV-12) 

M22 = 2 ( E ~ ( H ) 9 - z 4 ) + ~ '  ys(p~y~-2)E4(H ( I - C s ) ) .  
(15) 

E n  cherchant  la meilleure approximat ion  au sens des 
moindres carrds 

t 

Eq(h) ~ Kq .~, q~j}j(h) (16) 
j = l  

on t rouve qu'fl  faut  poser 

Kq = Zq+ 1 (17) 

d'ofi dans le cas centrosymdtrique 

i ~  2 ~ 2(Pz~E(H)2-z4) 

+.~, 'y,(p~y,--2)(V(P,)zsE(H(I--Cs) ) . (18) 

On a une relat ion analogue dans le cas sans centre de 
symdtrie.  
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